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ユークリッド空間配上の有限集合Xに対し，距離の集合を
A(X) = {d(x,y): x,y E X,x # y} 
と定義する． ここで， d(x,y)はx,yE 艮dのユークリッド距離を表す．
IA(X)I = s を満たすとき， X を s—距離集合という．配上の s—距離集合 X
の元の個数には，上界 IXI~(d!s) が知られている [7, 4]. s-距離集合の主問
題の一つは， s と d を固定したときに，元の個数が最大となる s—距離集合を
決定することである．罠d 上の s—距離集合 X の距離を A(X) = { a1,.. , as} 
とおき元の個数が IXI> 2 d+s-1 - (s- ) + 2(門了）を満たすとき，
kj = IT a2り心
i=l , . ,s,i=fcj J i 
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の値が整数になることが知られている [16]. s = 2のとき，この結果は
Larman-Rogers-Seidel [13]によって示されていたこの値は，元の個数
がある程度大きい s—距離集合の特徴づけに非常に有効であり， kj は LRS
比と呼ばれる．元の個数が 2(d!~~リ+2(d!~;2) 以上である s—距離集合
が有限個しか存在しないことも知られている [16]. 最大な s—距離集合は
(s, d) = (1, any), (さ 6,2), (2, ~8), (3, 3)においてしか決定されていない
[8, 9, 14, 20, 21, 22, 23]. 
最大 S—距離集合の決定は，具体例の構成と既存の上界の改善によって行な
われる特に本稿では，具体例の構成について扱う．球面 5d-l 上の S—距離集
合に対しては，アソシェーションスキームの埋め込みによって，サイズの大き
いものがいくつも知られている ([5,3]). 特に，クラス 2のジョンソンアソシ
エーションスキームの埋め込みにより， d(d+1)/2 点の 5d-l 上の 2—距離集
合が得られるが， d= (2k + 1)2 -3 (k EN)の場合を除く次元 dに対して，








手くいき，小さい s に対して，埋め込みの S—距離集合を含む極大な距離集合
の構成に成功したここで，成功した理由のひとつは，埋め込みのベクトルの
成分が0または 1により実現できることが大きく効いている．本稿では，同
じく成分が0,1により実現できる， d次元正則単体Rd(d+ 1 点 1—距離集合）
を含む股d 上の極大 s—距離集合について紹介する（表 1 参照）．次章以降の
定理の証明は， [17]を参照されたい．
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表 1Maximal 2-distance set that contains Ra 
d si． ze added set 
7 29 J(8, 3) (Largest 2-distance set in町）
8 24 Hadamard matrix of order 8 
8 30 Largest 2-intersecting family 
8 45 J (9, 2) (Largest 2-distance set in配）
23 144 2-(21, 7, 12) design 
24 278 4-(23, 7, 1) design 
26 280 4-(23, 7, 1) design 
26 280 The complement of 4-(23, 7, 1) design 
31 109 3-(22, 6, 1) design 
31 285 The complement of 4-(23, 7, 1) design 
48 302 The complement of 4-(23, 7, 1) design 
炉+k2 -k-2 2炉(k+ 1) 2-(k汽k汽k+ 1) design 
2 正則単体に付け加えるベクトル
配+1の標準基底を{e1, .. , ed+1}と表す．また，罠d+lのアフィン空間
d+l 加={(x1, .. , Xd+1) E 酎 I~ 叩=1}が配と等長 (1sometnc)でi=l 
あることに注意し， Hd上の s距離集合を扱う．ここで， d次元正則単体は
恥={e1, .. ,ed+1} と表せる．恥は 1—距離集合であり， A(和） = { v'2}で
ある．
ある X= (x1, .. , Xd+l) E恥が存在して， RdU {x}が二つの距離v'2,
《のみを持つと仮定する．そのとき， /3= (a -2)/2とすれば， xは次の
ね(k,/3)の元でなければならないことが分かる．ここで kE {1, .. ,d+l} 
に対して，
乃(k,/3)= {x E Hd: Vi,xi E {c,c+ /3}, IN(x,c)I = k}, 
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ただし N(x,a)= {i: Xi= a}, 
1 d+l-k 
c= -
d+l d+l f3 
と定める．さらに， f3は次の補題のように， dとKで表せる．













































X = (xい・・ ・, Xd+1), Y = (Y1, ・ ・ ,Yd+1)に対して， l= l(x,y) = l{i: xi=/-
Yi}l/2とする．
Proposition 2.2. l, Td(k, /3), 恥は上述のものとする.d, k, /3はPropo-
sition 2.1の条件を満たすものとする.X C Td(k, /3)に対して， Rduxが
2距離集合であることと，任意の x,y E X (x =/-y)に対して， l(x,y) E 
{1/ /3叫(/3+ 1)/防｝であることは必要十分である．
3 正則単体を含む極大 2—距離集合
比較的大きな 2—距離集合を構成するためには，前述した LRS 比を整数に
する必要がある.LRS比を整数にすると，次の定理から，大きな距離集合が
構成できる可能性のある (d,k,/3)は有限個に限られることが分かる．




(1) s?: 2がo:/2= (s-1)/sを満たすとすると (LRS比がs),2さKさd,
k =Is2, (3 = -l / s, 
d=k+s 
2 茫(s-1)2 
-2s -1 + k-s2 (3.1) 
が成り立つ．
(2) s?: 2が2/o:= (s-1)/sを満たすとすると (LRS比がs),2 :Sk :;d, 
d + 2?: k + s,k =/(s -1)2, (3 = l/(s -1), 
d = k + s2 -2 + 茫(s-1)2 
k -(s -1)2 
(3.2) 
が成り立つ．
3.1 LRS比 s= 2, 距離 1, ✓う
Theorem 3.1により， d=k-1+4/(k-4)が得られる.d, kが自然数で
あることに注意すれば， (d,k) = (7, 6), (8, 5), (8, 8)となる．実際には，構成
できる IXI~2d+2 を満たす 2距離集合は， (d,k) = (8,5)のときに限られ
る．このとき， 8次のアダマール行列の構造から得られるベクトルを含む9点
を加えることが可能で,IXI =24 の極大 2—距離集合が得られる．
3.2 LRS比 s= 2, 距離 v'2,2
Theorem 3.1より，d= k+2+4/(k-1)であり， (d,k) = (7, 3), (8, 2), (8, 5) 
となる．
(d,k) = (7,3)のとき， 1-交差集合 (1-intersectingfamily) [10, 24]の構造
をもつ 21 点を付け加えることができ， 29 点の極大 2—距離集合を構成できる．
この極大 2—距離集合は，民7 上の最大 2—距離集合であることが知られている
[8]. 
(d, k) = (8, 2)のとき，ジョンソンアソシェーションスキーム J(9,2)の構




(d, k) = (8, 5)のとき， 2-交差集合 [2]の構造をもつ 21点を付け加えるこ
とができ， 30 点の極大 2—距離集合を構成できる．
3.3 準対称デザインを加える
乃(k,/3)の s-距離集合の構造は，ジョンソンアソシェーションスキーム
J(d + 1,k)のs-距離集合の構造と同一視される. J(d+l,k)内の大きな
2—距離集合の構成は， 2 つの距離の種類が分かっている状況であっても難し
く，良い構成法は知られていない．組合せデザインのうち準対称デザイン















の全ての 2一次元部分空間とその剰余類たちの集合である.IBI = 83 +茫 +s
であることに注意する．
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Theorem 3.1より， aく 2に対して， /3=-1/sであり， k=茫+s-1の
とき， d+ 1 = (s-l)(s + 1戸となる．ここでは， J(d+l,k)と乃(k,/3)を
同一視して考える.AG(3, s)のブロック集合Bに対して，
B'= {(1, .. , 1,0, .. , 0,b): b EB} c J(d + 1, k) (3.3) 
‘‘ s-1 s2-2s 
と定義する．このとき， RdUB'は2-距離集合となる.d+l = (s-l)(s+1)2 
に対しては， Theorem3.1より， k'=s3の場合もベクトルが付け加えられる
可能性がある．ここで， XoE乃(k',/3)を
xo = (0, .. , 0,1, .. , 1)E J(d + l,k') 
‘‘ 茫ーs-1 s3 
と定義すれば， RdU B'U {xo}は2茫(s+ 1) 点の 2—距離集合となる．
和 UB'U {xo}の極大性を示すために次の補題が必要である．




Theorem 3.3. sを素数べき， d= (s -l)(s + 1)2 -1とし， B'を(3.3)で
定義する．そのとき， RdU B'U {xo} は極大 2—距離集合である．
3.3.2 4-(23, 7, 1) Wittデザイン
a=3としたとき， Theorem3.1より，可能なパラメーターは (d,k) = 
(23, 10), (24, 8), (24, 13), (26, 7)(26, 16), (31, 6), (31, 22), (48, 5), (48, 40) 
である．ここでは表 lにおける， d= 24, k = 8の場合のみ紹介する．他の場
合は同様に構成することが可能である
Bを4-(23,7, 1) Wittデザイン [12]のブロック集合とする.Bのサイズ
は253である．
B'= {(1,0, b): b EB} c J(25,8) 
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とすれば， X = R24UB'は278点の極大 2距離集合となる．これの極大性の
決定は， Lemma3.2の類似を，コンピューターにより確認することで示した．
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